CZ^&3 CZWARTA 

RACHUNEK CALKOWY OPERATOROw 


BOZDZIAL I 

CaJka funkcji operatorowej i jej zastosowanie 


§ 1. Funkcje operator owe klasy ( 3 () 

Poj^cie calki w raehnnku operatordw daloby si§ najwygodnieji 
wprowadzic przez odpowiednie nogdlnienie calhi Lebesgue’a. Mozna 
jednak uniknq,c teorii calki Lebesgae’a, ograniczaj^c si§ do pewnej 
specjalnej klasy funkcyj operatorowycb. 

Wpierw zdefiniujemy pewn^, klas§ funkcyj ktor% ozna- 

czymy przez [3Q. 

O fankcji f(X,t) b§dziemy mowili, ze jest klasy [3Q w obszarze* 


jezeli: 


D: 0<t<oo, 


1. kazdy obszar cz§sciowy 


B 0 : 


moze bye przeci§ty co najwyzej skonezon^ liczb^ prostych rowno- 
leglycb do osi X i t, zawieraj^cych nieskonezenie wiele punkfcow 
nieci^glo^ci funkcji f(X,t)y 

2. w punktaeh ei^glofci nalez^cych do obszaru D zachodzi 
nierownosd 

przy odpowiednio dobranej fankcji g klasy 3( i fankcji q>(X} 7 ma~ 
j^cej w przedziale a < A < /? co najwyzej skonezon^ liczb§ punktow 

P 

nieci^gloM i takiej, ze oaika f \<p(l)\dX (roznmiana w zwyklym. 

a 

sensie) ma warfcoM skonezon^. *..-•••* - 
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§ 1 


Ka przyklad funkeja ktora 

zakreskowanycb na rysunku 132, a poza 
lym obszarze D, ma punkty nieci^gto- 
sci wzdlaz obwodow trojk^tow. Kazda 
z prostych 


jest rowna 1 w trojk%tacb 
tym jest rowna zera w ca- 





^ 0 ) 


* 2 } 


1 

_ 


zawiera nieskonezenie wiele punktow 
niecigglo^ci, kazda za3 inn a. prosta 
rdwnolegla do osi A lub t zawiera co naj¬ 
wyzej dwa punkty niecigglogci. Kazda 
czq&6 ograniezona obszaru D jest prze- 
ci^ta przez skonezon^ liczb§ prostych 
(1.1), zatem wlasno^d 1 jest spehuona. 

Ponadto widad, ze wlasno^d 2 jest 
rdwniez spelniona. Zatem rozwazana 
funkeja nalezy do klasy [£7<f]. 

W szczegdlnodei kazda funkeja 
/(A,*), ktdra jest ci^gla w obszarze I), 
jest funkcje klasy \_SK]. Bdwniez kazda funkeja ksztaltn <p{X)g(t), 
gdzie <p i g maj% wlasnofci 2, jest funkcje klasy \3C\. 

O funkcji operatorowej /(A) bQdzicmy mowili, ze jest funkcje 
klasy (5C) w przedziale a<iA<i/3, jezeli da si§ przedstawid w postaci 





Eys. 132. 


(!-2) /(A) — 2{/x( A, <)}, 

gdzie q jest operatorem, za£ funkeja / x (A,i) jest funkcje klasy [£Af] 
w obszarze D. 

W s z cz e g 6 In 6 sci kazda 'funkeja operatorowa ciqgla jest funkejet 
klasy (SC). 

§ 2. Deflnlcja calk! 

Przez calk§ z funkcji /(A) klasy (JK) w przedziale a<A</? b§- 
dziemy rozumieli operator 

(2.1) //(A) <M = g { // a ( A, t) d/.} 

a a 

przy oznaezeniu (1.2). 

Definicj§ (2.1) przyjmn my rdwniez, gdy /?<a. 
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Kazd% funkeje operatorowg, klasy (SK) mozna przedstawid 
w-postaci (1.2) na nieskoiiczenie wiele sposobdw. Gdy bowiem aeC 
i a 4=0, to mozemy zawsze napisac 

fw= fm*)}, 

t 

gdzie funkcja f 2 l {X,t)=Ja(t—r)f x {X y r) dr jest podobnie jak f x (?, 3 t} 
o / 

funkej^ klasy [SKI. 

Aby definicja calki by la jednoznaczna, rowiioM 
(2.2) ’ 
rausi za sob% poeiggad rowno^c 

P P 

(2.3) qi{f fiMdxj==q^f/ 2 (X 3 t)dXj. 

a a , 

Jest tak w istocie, gdyz pisz^c 

(^) & = 7 1 = 

gdzie %, & 2 i e=}= 0 s% element-ami klasy C, mamy wobec (2.2) 

- t ' _. ■ t . . 

(2.5) Ja x (t—r) f x (X , r) dr == Jd 2 {t—r)f 2 {X } r) dr 

o ■ o 

v obszarze D. Calkuj^c (2.5) wzgl§dem A i przestawiaj^c kolejno^d 
znakow calki, docbodzimy do rowno^ei 

t p t p 

J ai(t—r)[ff x (X, r)dX ] dr = f a 2 {t—r) [ff 2 (X,r) dX\ dr, 

O a " 0 a 

a st%d 

. . ' ft ■■ j 9 ' ' ■ 

a a 

Po pocLzieleniu przez c otrzyrmijemy iwno£d (2.3). r • 

Stwier&zilitoy w ten sposob jednoznaczno^d definicji calki. 
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ion 


§ 2 


' Jczeli fankcja /(A) jest liezbowa, to powyzsza definicja^pokrywa 
si^ ze zwyklg, definicja calki. W istocie, mozna wtedy napisad 
/(A) = s{/(A)} i 

P P 

ff(X)dX = s[ff{X)dx], 

a a 

gdzie calka z lewej strony jest roznmiana w sensie operatoro\vym r 
z prawej zast strony w sensie zwyklym. 


§ 3. Wlasnosci calki 

Calka z funkeji operatorowej ma podobne wlasnosci jak zwy- 
kla calka. 

U 

Wlasno^d I. Jf(X)dX = 0. 

05 

Istotnie jest 

a a 

ff{X)dX = q^Jf l (X,t)dX}j = q{0} = (}. 

a a 

P « 

Wlasno^<5 II. ff(X)dX=- ff{X)dX. 

a t 

Istotnie jest * 

P P Ct 

f f(X) dX = q {/ UX,i) dx) = q{- f f x (X 3 t)dX} = 

a a p 

a a 

= -q{fh(X,t)d?\=-ff(X)dX. 

P 

Wlasno^d III. Jf(X)dX = ff(X)dX + Jf{X)dX. 

a a y 

Istotnie, jest 

P P y 0 

/ f(X)dX = q{f MX,t)dx} = q{f UX,t) dX + f / x (V)dA) = 

a a a y 

y P 

= Jf(X)dX +ff(X)dX. 
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P P 

Wlasno^d IY. Jof(X)dX = c Jf(X)dX (dlakazdego operatorao). 

a a 

Istotnie, przedstawiaj%e /(A) w postaci (1.2) mamy e/(A) = 
=cg{/ 1 (A,<)} i wobec tego w my£l definicji caiki 

It t> 9 

f of(X) dX=cg{ff 1 (X,t)dx} = cff(X)dX. 

a a a 

P P P 

Wlasn. 0^6 V. f[f(X)±g(X)]dX=^ff{X)dX±Jg{X)dX. 

a a a 

Istotnie, mozemy napisad 

<3.i) /(*)■—fttfi(M)}, 2 {&(V)}, 


gdzie zarowno funkcja f x {X,t) jak i funkcja g t {X,t) s% klasy [ dC[. 
Przyj mujac (2.4) Ixylziemy mieli 

m=±{um i gw=±{ gi (x,t)}, 

gdzie {MX,t)} = a l {f 1 {X,t)} i {g i {X,t)} = a z {g 1 {X,t)}. Zatem 


a st$d 


fW±gW=±{m,t)±g*(X,t)}, 

P - p 

f m±g(WX=-{f [/ 2 (A,f)i^(A,i)]d;} = 

a a 


1 P 1 ? 0 0 

“{/= f fWdX^ j'g(X)dX. 

a a a a 

Wlasnoid YI. Jezeli furikcje operatorowe f(X) i g(X) majct po- 
ehodne ciqgle w przedziale to 


P 

[mam-mm- 


U 


P 

f(a)g(a).-f f{X)g'{X)dX. 


ion 


§ S WiasnoSoi caiki 

Istotnie, pisz^c (3.1), mamy 
P / P r t 
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ff , (X)g{X)dX=q 1 q 2 {f^ f -^/j( A, t —r) g x ( X, r) drj dlj = 

= &«■{/[/J^i( V—^ T | = 


= &(?>*—'*)&(«>*) — 

£ 5 1 1 
—/ /(A,*—r) • •^g 1 (A,r)dAU t| = 

a -* 

= mg(P)-f(a)g(a)-ff(X)g'(X)dX. 


Wlasnosc VII. Jezeli 93(A) jest funkcjck liczbowq,, majqcct po- 
chodnq, ciq,glq, <p'(X), a f{X) dowolnq, funJccjq, operatorowq, ciq,glq,, to 

9 s»U» 

ff[<p(XW(X)dX= f f{X)dX. 

a <p{a) 

Istotnie, jest 

e 


//[<p(A)]«p'(A)dA = g{/ f 1 [<p{X),t]rp'(X)dXy- 

a « 

, vV> , 

— g{ f A(A,i)dA}= J f(X)dX. 


Wlasnos $6 VIII. Jezeli funkcja operatorowa f(X) jest eiqgla, to 
funlcoja 

F{X)= f f(x)dx 

C* 

ma pochodnq, F f {X) = /(A). 

Istotnie, 

JP'(A) = «{|i//i(M) <**} = 2 {/i(M)} = /(A)- 
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§ 4. Fiinkcje operator owe dwocli zmiennyeli 

Jezeli kazdemu punktowi {X,x) pewnego obszaru jest przypo- 
rz^dkowany pewien operator, to mowimy, ze w tym obszarze jest 
okreslona funkcja operatorowa dwocb. zmiennych f{X,x). 

Funkcja f(X,x) jest ciqgla w prostok^cie 

(4.1) A^5^ A 5^ A 2 , ^ 3 ,^^ ^^ 2 ? 

jezeli istnieje operator q i funkcja trzech zmiennyeli f x (X,x,t) (o war- 
to&ciack liezbowych) ci^gla w obszarze 

(4.2) A-£ a ^ A 2 , ^ ^ 2 £ 2 , 0 ^ t < oo, 

taka ze 

(4.3) ■ /(A,«)=g'{/ 1 (A,«,<)}. 

Grdy % ustalimy dowolnie w przedziale to /(A,«) 

mozemy traktowad jako funkcja jednej zmiennej A 

0 (A) =/(A,*). 

Funkcja 0 (A) jest ci^gla w przedziale A!<A<A 2 , gdy /(A,*) 
jest cig,gla w (4.1). 

Podobnie, gdy ustalimy A dowolnie w przedziale A^A^Ag, 
to f{X,x) mozemy uwazad za funkcja jednej zmiennej x 

M *)'==/( A, *). 

Funkcja &(«) jest ci^gla w przedziale gdy /(A,«) 

jest ci^gla w (4.1). 

Definiej§ ci^glosci funkcji operatorowej dw 6 ek zmiennyeli 
mozna rozszerzyd na dowolny obszar, mowi^c, ze jest w nim ci^gla^ 
gdy jest ci%gla w kazdym prostok^cie (4.1) w nim zawarfym. 

Przez pochodng, cz^stkow^ -—/(A,*) rozumiemy pochodn% 

wzgl§dem A (/(A, x))' przy dowolnie ustalonym x. Ograniczymy si$ 
do przypadku, kiedy pochodna ta jest ci%gla. Istnieje wowczaa 
operator g i funkcja fx{X,x,t) (o warfcoiSciach liezbowych), maj^ca* 
pochodn^ cz^stkow^j (w zwyklym sensie) 

. 9 

pj/x(Aj X)t) 

ci^gl% w (4.2) i takg. ze 

p^/(A ,*0 ~9 r |^/i(A ? «,t)J. 


ion 


§4 Funkcje operatorowe dwdclt zmiennych.; 3 IS 


Udowodnimy jeszcze nast^puj^esjj wlasnosc calki: 

Wlasnosc IX. Jezeli funkcja operatorowa dwoeh zmiennych 
/(A,'«) jest ciqgla w kwadracie 


i ma poohodnq czqstkowq, ~^f(X,x) eiqgty w tym kwadracie, to przy 
dowolnie ustalonym A 0 (a^A 0 <^) mamy wzor 

X / 1 

- yj'f(h, x) dx^ =f(X } X) J* -gjf(X } x)dx (a A^C/?).. 

A) Zq 

Dow 6 d. 


A Z 

{^J*f(^i K )&^~il\^^J t fx(^x,t)dx J = 

A> 

* A 

== 9 , {/i(4 ?'M) + f ^/ 1 (A,K,i)^PiJ=/(A,A) + J']*)&*■ 

A 0 Z Q 

Wlasno^d IX mozna uogolnic na przypadek, kiedy granice 
calkowania s% dowolnymi rdzniczkowalnymi funkejami liczbowymi. 


§ 5. Obcinanie funkcji 

Udowodnimy, ze jezeli /(A) przyjmuje warto^ci liezbowe w prze¬ 
dziale [A 1 ? A 2 ], to 



) j(t) w przedziale X x <t<X 2 
0 poza tym przedzialem 


(0 ^ X ± < A 2 ) •» 


Znaczenie tego wzorn ilustrujg, wykresy, przedstawione na ry- 
sunkach 133 i 134. 



ft 

\ _ 

I 

i 1 

1 1 t 

i t y 1 

0 



Rys. 134. 
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Wzor (5.1) pozwala wi§c niejako obcina6 funkcj§ f poza do- 
wolnym przedzialem (X^ A g ). 

Aby wzor ten iidowodrric, przyjmujemy najpierw, ze A x = 0. 
Poniewaz e~ u —s{h(X,t)}, gdzie 


f o 

W) = [ 1 


0 dla 

dla 0 < X< t, 


wi§c 

* 

} 

a 


/ e-**f(X)dX = s{f h(l,t)f(X)d>) = s[f l-g(X it X)d})={g(X 2 ,t)}, 

a o o 

gdzie 




f(t) dla 0 <tf<A, 
0 dla 0^A<di t. 


Przypadek A x >0 sprowadza si§ do poprzedniego przez rozbicie 
ealki we wzorze (5.1) na dwie calki 

r* r* r? 

J er**f(A) dX—j er*.f(X) : dX—J 6~**f(X)dL 

Zl 0 0 

Jezeli f unkcja f(t) jest periodyczna o periodzie 2A 0 , to mamy wz6r 


{/(<)}=• 


T e- u f(X) dX 


l—e ~ 2 v • 

Istotnie, calka w liczniku przedstawia funkcji obci§t% w punk- 
cie t — 2X a , a wi§c j'eden period fonkcji; natomiast mianownik po- 
woduje powtorzenie tego periodn obok siebie nieskonczenie wiele 
xazy w odst^pack 2X 0 . 

Mamy wi§c na przyklad 


{sinf} = — 


2JC 

f e~ u sin X dX 


1 _ 6 - 2 JC ' 


Oboinanie funkcji 
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ion 


§5 


calkuj^c dwukrotnie przez cz§£ci, doclxodzimy do znanego wzoru 
{sintf} = —p—r ( n ^ e 3 est to oczywi^cie najprostszy sposob wyprowa- 

8“ “y" X 

dzenia tego wzoru). 

Inn^. funkej§ przedstawia wyrazenie 


{/«)} — 


j er l * sin A dX 


1 — e—tt* 


wykres tej funkcji wyobraza sinusoid^ obci§t$ w punkcie t~rc 
i powtorzon^ nast^pnie nieskonczenie wiele razy w odst^pach 2n. 
Wykres taki podaligmy na rysunku 96 (str. 144). 

Obliczaj^c calk§ w liczniku wedlug prawidel calkowania, znaj- 


dujemy 


nr 


/ 


€T X8 sin XdX 


1+e-** 

1 + ’ 


jest zatem 


m 


{/«} 


1 l+e-* s 1 

: l’+ s* 1-e-*™ ~ (1+«*)'(JL— e-™) 


zgodnie z wzorem znalezionym w cz§£ci II (str. 144). 


Funkcja 




fit 

) 6~ u dX 
0 




ma wartosc 1 w przedziale 0<<<j5/3 oraz w kazdym przedziale prze- 
fmnip.tym o w/?, to znaozy w przedzialacb a f 3 < t<(2n -f 1) /S/2 
<n=0,l,...). Ale mamy 


fit 


J e~ x ‘ ds 


1 —W* 


wiyc 


{!/(<)} = 


1-e-f‘i* 


S( 1-6-fi) t(l + 6-f*)’ 

sgodnie z wzorem z paragrafn 15 cz^ci II (str. 145). 
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§ 6. Postal calKowa pewnego rozwi^zania szczegdlnego 
rdwnania rtfiniczkowego logarytmicznego 

Zalozmy, ze rownanie operatorowe 

( 6 . 1 ) ... + a $ x = 0 

jest logarytmiczne, to znaczy, ze wszystkie pierwiastki jego row- 
nania eharakterystycznego (w liczbie m) logarytmami. Wdwczas 
rozwigjzanie ogolne ma postac 

X(X) = P “t“ "t" (A) ? 

gdzie c lf ...,e m s% dowolnymi operatorami, a funkcje %(A),...,a m (A) 
majs* postac ?J*e Xw . Dobierzmy stale e l9 ...,e m w ten sposob, zeby 

(6.2) ' fl}W(0)=0 dla 02, i)(Q) =1. 

W tym celu. rozwi^znjemy nklad rownan 

^l^l(O) “b ... CmX m (0) == 0) 

» • • * • « • • • ‘ • • •' *" * ' * • 

c 1 4 m_i!) ( 0 ) + ...+c m *S , - 2 ) ( 0 )= 0 , 
c 1 4 m_1) (0) + ...+c n ,a;S , " 1) (0)=l. 

Wprowadzaj^c wyznacznik 



%(0) 

... «m( 0 ) 

D = 

4 m-2) (o). 

... 4r 2) (0) 


4 m_1) (0) 

... ^T^O) 


i oznaczaj%c przez jego minory odpowiadaj^ee elementom 

ostatniego wiersza, mozemy napisad 


jak wiadomo z paragrafu 8 cz^ci III wyznacznik JD jest zawsze 
rozny od zera. 


ion 


§ 6 Postad calkowa rozwi^zariia szczegdlnego 

Wobec tego szukane rozwi^zanie ma postac 

1 \ I) 5 

latwo zauwazyd, ze licznik jest rozwini^ciem wyznacznika 


317 



a; x (0) 

... <M°) 

E(A) = 

4 m ~ 2) (0) 

... 4r 2 ) (0) ’ 



••• Wm (A) 


ktory powstaje z wyznacznika D przez zast^pienie ostatniego wiersza 
przez x< x {X),.. n x m [X). 

Bozwi^zanie 'co(X) mozna wi§c zapisab jako iloraz dwocb wy- 
znacznikow 


x{%) = 


MX) 
I) ’ 


Weimy teraz pod nwag§ wyrazenie 

x 

(6.3) #q(A) — J f(x)x(X — x)dx , 


gdzie /(«) jest dowoln^ fankcji operatorow^ ci^gl^. Korzystaj%c 
z wlasno^ci IX calki, udowodnionej w paragrafie 4, oraz z row- 
no^ci (6.2), latwo wyliczyd, ze 

x 

Qc' 0 {X) = f f(x)x'(%—x)dx, 

o ; 


St^d 


X 

= / f(K)x( m - l )[X—x)dx 9 

0 

X 

= f f(x)x(™){X-x)dx+f{2.). 

0 

Urn® o"^ (A) + ... + d 0 X 0 (k) = 

X 

" J f(^) —^)4~ *b — *0]^ "h a mf[X). 

0 
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Poniewaz funkcja x(X) spelnia rownanie (6.1), wyrazenie w na- 
wiasie graniastym jest rdwne identycznie zeru i widad, ze x 0 (X) 
jest rozwig>zaniem rdwnania niejednorodnego 

+ ••• + «o* = a mf(A); 

wprowadzaj^e wyznaczniki D i E(X), rozwiq>zanie to mozemy za- 
pis ad w postaci 

(6-4) . *«, 

Widzimy wi§c, ze w przypadlcu rdwnania logarytmicznego istnieje 
zawsze rozwiq.zanie , o He tylko pmwa strona f(X) jest furikojq, ciqglq,. 

Warto zauwazyd, co wynika z wzorow (6.3) i (6.4), ze rozwi^ 
zanie x 0 (X) speirna warunki pocz^tkowe 

4 V) ( O )=0 (v— 0 ,... ,m— 1 ). 


§ 7. Zastosowanie do rdwnania strnny drgajqcej 

W przypadku rownania 


(7.1) x” — a 2 s 2 x=0 

mamy rozwi^zanie ogolne 

x(X) = c x e~ aX * -\-.c z e aX *. 
Wyznaczniki Dil majg, wtedy postad 


7> = 1 . 1 I = 2as, JE(X) = 

J —as as I ’ v J 

St%d zna jdujemy od razu f imkcje 


1 1 

er aX * e aXa 


pals 


e ala— e — ctls i 

^-= — sheds, 

2as as 1 

ktdra spelnia rownanie ( 7 . 1 ) i warunki 

#(0) = 0, a>'(0)=l. 

Dla rdwnania niejednorodnego 
( 7 * 2 ) x"-a*s*x=:f{X) 


Zastosowanie do Tdwnania stnmy drgaj^cej 
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ion 


■J 7 

mamy wi§c rozwi^zanie szczegolne 


1 x 

^°(A) = ~f f( x ) sh \_a(X—x)s]dx. 


Eozwi^zanie ogolne rdwnania (7.2) mozna napisad w postaci 

1 i 

(7.3) x(X) =c x e- aXs + c^e aXs + — f f(x)$h[a{X-x)s}dx. 

asJ 

W paragrafie 25 cz<^ci II rozwazali^my przypadek, gdy 

(7.4) /(A) =—-a 2 s<p(A) (a> 0) r 

(7.5) x(0) = 0 i &(A 0 ) = 0, 

gdzie cp{X) jest dowoln^. ci^.gl% fiinkejg, liczbow^,. Dla dostosowania 
we wzorze (7.3) stalych e x i c 2 do warunkow (7.5) mnsimy rozwi^zad 
nklad rdwnad 

C 1 + C 2 “ 0 , 

c x e~~ aX » s -f* c^e^-a J(p{>c) sh. [a(A 0 — x) sJdx — 0. 

o 

Po wyliczeniu warto^ci c x i c 2 i podstawieniu ich do (7.3) znajdujemy,. 
nwzgl§dniaj%c rowno^d (7.4), 

(7.6) ., «o(A)= .^0 J<p(x) s h[a(X 0 -x)8-ja*- 

° X 

— a J <p(x) sh [a(A— x)s~\dx~ 

■o 

Ale poprzednio znalezlismy rozwigzanie tego samego zagadnie- 
nia w postaci 

^W A+ a) +9, ( A “a)}> 

gdzie przyjgto — p(—%)—<p(X) = ?(?.+2A 0 ). Poniewaz znalezione 
rozwi^zanie jest jedvne, wi^c musi by<5 

;®*W = |{y (*++ < p( a —|)} 5 

do rdwno^ci tej mozna doj^d wprost z wzorn (7.6), ale rachnnek jest 
dozmndny. 
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Po&amy inne zastosowanie wzoru (7.3). 

Bozwi^zmy rownanie ez^stkowe 

(7.7) —.rtf =0 ' (0</1<A OJ 0<tf<oo) 

przy warunkach pocz^tkowych 

<7.8) ^,0) ^7%U),_ 

(7.9) ■ x{Q,t) =v 0 (t), x x [0jt) = v l (t). 

Zagadnieniu tenni oiipowiada rownanie operatorowe 

(7.10) x" —s 2 x = —sh Q {%) — h x ( X) 

z warankami ; 

(7.11) m = co'(Q) = v l . 

Bozwi^zanie ogolne ma ksztalfc 

• x 

(7.12) %{X) = e 1 e -;u + o 2 e Xs — J [/i 0 (^) + ^(^Isli [(1—«)s] ds, 

o‘ 

Wobec wamnkdw (7.11) musi bye 


c i+ % — J 


-se x +sc 2 = v x ; 


$t%d znajdnjemy 


v x - 


x 2 2s 


Ca ~ 2 + 2s- 


Podstawiaj^-c te warfcosci do (7.12), mamy po prostym przeksztal- 
■ceniu ' 


x 

(T* + i f e-V^ s [i 0 (*) + U^H)] ix. + ie*y(A), 

gdzie 

x ■ ■ ' . 

y(A)=v 0 -l r lv 1 —J'e~* s [h 0 (x) ] 

o * 

\ ■ ' v 

Fiinkcja x(X) b^dzie. parametry czna ’wtedy i tylko wtedy, gdy 
funkeja y(A)—{y{X } t)} b^dzie parametryezna i gdy .ponadto bgdzie 

7.13) V{A,t) = 0 dla 0 


ion 
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§ 7 


Zastosowania do rdwnania stniny drgaj%oej 


Ale mamy 


/ e—•[ K(x) + fyi(x)ldx- 


L 

K(t )+/ Jh.(r)dr 


i wobec tego 

y(A,t) = v 0 (t) -(- / v^r) dr — h 0 {t )—/ Aj(r) dr 


dla 0 A, 
dla 0<A<< 

dla 0<f<l 


Poniewaz A zmieniasig w przedziale O^J1:$CA 0) wi§cz warunlm (7.13) 
dostajemy ' 

r r 

(7.14) v 0 {t) +j v 1 [r)dx = \{t)+ f \{T)dz dla 

o 0 

Jest to warunek konieezny i wystarczaj^cy, zeby rozwi%zanie 

(7.12) spelniaj^ce rowno^ei (7.11) bylo fonkcj% parametryczn%. 

St^.d wynika, ze dla rownania cz^stkowego (7.7) warunki 
(7.8) i (7.9) nie mog^ by6 dane zupelnie dowolnie, lecz musz^spel- 
niad zalezno^c (7.14). Wobec tego wystarezy podac na przyklad 
warunki (7.8) i ktorykolwiek z warunkow (7.9), a drugi mozna wy- 
znaezyc ze zwi^zku (7.14). 

Przyklad. Znalezd funkcj§ x(X f t) spelniaj%e% rownanie 


(7.15) xxx—%fi = 0 (0<A<oo, 0<«oo) 

i warunki 

(7.16) o?(A,0) = x(0,i)=t 3 , a? A (0,f) = 0. 

Ze zwi^zku (7.14) wyliczamy latwo 

% (A,0)=3A 2 -2A. 

Wobec tego rownanie operatorowe ma postac 
/ x''—s 2 x= —3A 2 + 2A. 


Bozwi^zania szczegolnego nie oplaca si^ jednak wyznaczad 
z ogolnego wzora ealkowego (7.6), lepiej znalezd rozwi^zanie wielo- 
mienne. Ma ono postad 

x 0 (X) == 3Z 2 1 2 +ZA 2 -2? 2 A+ 2Z 3 + 6Z 4 . 

St^»d rozwi^zanie ogolPe 


a?(A) = G-tfr** + o 2 e Xs + %(A). 


21 


Rachunek Operator6w 
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Aby to rozwi£|,zanie bylo fankcjq, parametryczng,, musimy 
przyj%c c 2 =0. Stalq. c x -wyznaczamy z warnnku pocz^tkowego ®(0)=6 1* 

c l +2l 3 +6l i = W. 

St^d znajdujemy 

Oj 222 2 T^> 

Wobec tego jest 

a;(A) = -2J s e- Jl »+ 3Z 2 P+ W—2PA+ 2 1 3 + 6Z 4 , 


a po uwzglQdnieniu znaczenia operatora przesuni§cia 

JSA^+P—2 tt+t 2 +t 3 dla 0 
®^ = { 3XH+1? dla 0<A<Z. 

Jest to jedyna funkeja spelniaj^ca w obszarze 0</l< oo, 0<i<oo 
rownanie (7.15) a ponadto warunki (7.16). 

Uwaga. Warunek (7.14) wystarcza, by rozwi^zanie rownania 
operatorowego (7.10) byto funkcji parametryczn%, nie zapewnia 
jednak, ze ta funkeja b§dzie rozniczkowalna w zwyklym sensie. 
W przypadku rozwiazywania rownania czastkowego (7.7) nalezy 
wi§c na koncu sprawdzic rozniczkowalno^d znalezionej funkcji. 
O ile jest ona nierozniczkowalna, to przy danych warunkaeh po~ 
czatkowycb rozwi%zanie rownania cz^stkowego nie istnieje w ogole 
i zagadnienie moze miee sens matematyczny tylko wtedy, gdy je 
traktujemy z punktn widzenia operatorow. 


§ 8. Zastosowanie szeregdw nieskoAczonych 
i calek oznaczonych 

Wz6r (6.4) moze byd stosowany tylko wtedy, gdy dane row¬ 
nanie jest logarytmiczne. W innyeb przypadkaeb, mog% byd nieraz 
z powodzeniem stosowane rozwini^eia na szeregi nieskoiiczone lub 
metoda calek oznaczonyck. 

Przyklady rozwini§d na szeregi trygonometryczne mieli^my 
juz w cz§fci II (§§40-46). Tu podamy inne przyklady. 

Przyklad 1. Bozwi%zac rownanie 

(84) . + ftp — 0 (—1<A<1 ? 0<^<oo) 

przy warunkach 

(8.2) *(A,0) = 0, «,(A,0) = 0, a;«(A,0) =-i-r. 

1 —A 


ion 


§ 8 Zastosowanie szeregdw rdeskonczonyek i calek oznaczonyck 323 


Rownanie operatorowe ma postad 

(8.3) x " + s 3a; = -±-. 

X—A 

Funkeja j-k rozwija si§ na szereg pot^gowy 
1 -j- A -j-1 2 -j- ... 


Sznkaj^c rozwi^zania wielomiennego x n {X) rownania 
m ,f +^x = A n , 


znajdujemy 

% n {X) == 


tx n - 

nl 


(n- 


JtL_ 76 ^- 2 j_ , ( iw2 gdLy n jest 

+ + ( j ur ’ parzyste; 


o! 

n\ 


n\ 11 9 nieparzyste. 

Pormalnym rozwi^zaniem rownania (8.3) b§dzie wyrazenie 


(8.4) 

gdzie 


+ ~ e Q J rC x % + ..., 

oo oo 


Jest widoczne, ze szeregi wewn^trz klamry { } s% zbiezne 
jednostajnie w kazdym przedziale st%d wynika, ze wspolezyn- 

niki c n maja sens. Mozna udowodnid, ze szereg ^4^+,,. jest 
zbiezny (operatorowo) dla |A|<1. Stgd wynika, ze przedstawia on 
rzeczywi^cie (nie tylko formalnie) funkeja operatorow^, spelniaj^c^ 
rownanie (8.3). Wobec tego rozwigjzanie rownania cz^stkowego (8.1) 
ma postad 


71—0 

batwo udowodnid, ze jest to jedyne rozwi^zanie rownania (8.1), 
spelniaj^ce warunki (8.2). Wynika to stqd, ze rownanie cbaraktery- 
styczne 

u* + s 3 = 0 

ma pierwiastki — is Z12 i z ktorych zaden nie jest logarytmem. 

21* 


0Q{X,t) 


pi fiv+2 


(—1<A<1). 











V : ; ■ : ' , : : ■ p 
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Uwaga. Stalych e 0 ,o v c 2 ,... we wzorze (8.4) Die mozna wy- 
znaezad bezpogrednio przez podstawienie szeregu c 0 +c- a A+c 2 A a +... 
do rdwnania 

x' -(- s 3 x =1 -f- A -f- A 2 -(-... 

i przez pordwnanie wspolczynnikow przy pot§gacb A. Wtedy zna- 
lezliby^my co prawda pewien wzor rekurencyjny, ale mielibysimy 
trudnofci z wyznaczeniem dwoch pocz^tkowycb. wspolczynnikow c* 
i Cjj kt6re nie mog% bye ustalone w sposob dowolny. 

Przyklad 2. Rozwi^zad rownanie 
<8.5) x# + 2xx‘t‘ + x t i = 0 (—l<A<oo, 0<t<oo) 

przy warunkach pocz%tkowych 

<(8.6) ®(A,0) = 0, a; t (A,0) = 0, a*(A,0) = 0, >f(A,0) 

Bownanie operatorowe ma postad 




i cm 
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a st§,d 

oo 

1 f 1 

0}(X } t)=z~J ^e~ (1 + A)a (sina ^—at qq^ at) da. 

l 

Metrudno jest zauwazyd jednostajns*, zbiezno^d tej eaiki i jej 
pochodnych wzgl^dem X\ zatenx znalezione wyrazenie nie tylko 
formalnie, ale faktyeznie spelnia dane rownanie. Jest to jedyne 
xozwi^zanie tego rownania, speiniaj^ce warunki (8.6), gdyz rowna¬ 
nie ekarakterystyezne 

w 4 +2 u 2 s 2 + s 4 = 0 

■ \ ^ 

ma pierwiastki (podwdjne) — is, is, ktore nie s^ logarytmami. 


<8.7) 


x® + 2s 2 x" + s A x = 


1+A 


~\~x 


Prawa strona tego rownania da si§ przedstawic w postaci 


<jalki 


w 

J e-<X+*)*da. 


Mozemy napisad od razu rozwi%zanie rownania 
x® + 2s 2 #" + s*x = e-d+A)a. 

jest nim funkeja 

W = (Z qTs*? = te e- (1+i)a (sin at- at cos at)J. 

• Calkuji^c ty funkoji wzgl^dem parametru a w granicacb od 1 do oo, 
dostaniemy formalne rozwiqzanie rownania (8.5) 


< 8 . 8 ) 









EOZDZIAB II 


Transit orrnacj e calkowe 


§ 9. Transformacja Laplace’a 

W ostatnim ■ przykladzie poprzedniego paragrafuy mielidm 
do czynienia z calkg, niewladeiwq. (8.8). Nalezy jq. rozumied jako 
granie§ 

lim 

p-±oo 

Podobnie nalezy roznmiec inne catki niewlasciwe. Wezmy 
w szczegolno^ci calk§ 


P 

ff. 


|-C W)a 


(a «+$*)* 


da. 


oo (3 

f e- Z8 f(X) dX = lim f er** f(X) dX, 

■ 1 o ' ^°°o 

gdzie / jest dowoln^ funkcj^ klasy 5K* 

Ale wobec paragrafu 5 mamy 

i w granicy 
(9.1) 

Granica ta oczywi^eie zawsze istnieje, jak^kolwiek weimiemy 
funkcj§ / klasy SK. 

Pomy^lmy sobie na cbwilQ, ze litera s w calce (9.1) nie jest 
operatorem rdzniczkowym, lecz zwykl^. zmienn^ zespolon^. Wtedy 
nalka ta, o ile pozostanie zbiezna, b§dzie przedstawiala funkcj§ 
analityczn% zmiennej s. W ten spos6b kazdej funkcji /, dla ktorej 


f(t) dla 0 <£</?, 
0 dla j$<t< co 


p ( 

f e-*°f(X) dl = 

0 l 

oo 

/ e-**f(A)ca = {f(t)}. 


fen 
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rozwazana calka jest zbiezna, mozna przyioorzqdkowac pewn^ 
fankcj§ analityczn^ 

00 

(9.2) F{s) ~ Je~ st f{t)dt. 

0 

# 

Takie przyporz^dkowanie nazywamy transformacjq> Laplace'a. 


§ 10. Transformacja Laplace’a jako podstawa racbnnku 

operatordw 

Zastosujmy transformacja Laplace’a do rozwi^zania rownania 
rdzniczkowego zwyczajnego 

(10.1) x'(t)—x(t) = e t 

z warunkiem pocz^tkowym ®(0) = 1. 

Mamy oczywfdeie rdwnodd 

oo oo 

(10.2) f er-**[v'(t)—a>{t)]dl=J er^efdt', 

0 0 


symbol s traktujemy tu jako zmienng, zespolonq,. 
Calkuj^o przez ezedci, znajdujemy 



°° 7 

f e- u x'(t)dt = [e- is x{t)]o+s J e-‘*x(t) dt; 

4 n 



jezeli zalozymy, ze ftmkcja x(t) nie wzrasta zbyt szybko, to b§dziemy 
mieli [6- fe *(i)r=-®(0) = - 1 i b§dzie mozna napisad 


J <r*x\f) at = -1 + sX(s), 
0 

gdzie 

oo 

X{s) — f e~ ts x{t) dt. 
o 

Biorac pod uwage, ze 


fe-“e‘dt = -± j, 
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mozemy rownanie (10.2) napisad w postaci 

(10.3) sX(s)^X(s)==l + ~-. 

& 

Stsjd z latwosciq, mozemy wyliczyc 

Zagadnienie sprowadza si§ teraz do znalezienia fankcji oo{z) y 
ktora by spelniala rdwnanie calkowe 


CO 

J 6-“x(t) dt 
0 


s 

(s-l) 2 ' 


Mozna to zrobic przez zastosowanie takzwanej transformaeji 
odwrdtnej 


(10.4) 


a-j-ibo 



a —/oo 


gdzie calkowanie odbywa si§ wzdluz prostej rownolegiej do osi 
urojonej i polozonej od niej na prawo. Stosaj^c metod§ rezyduow 
mozna st%d wyliczyd, ze 

x{t) = {l + t)eK 


Z przykiadu tego widac, ze abstrahuj^c od wykonywania sa- 
mych transformacyj, racbanek pod wzgl§dem formalnym przypo- 
miaa metod§ rozwi^zy wania rownan rozniczkowych, podan% w ez§Sci 
pierwszej tej ksi^zki. 

Stosnj%c transformacje Laplace’a, mozna rowniez rozwi^zy- 
wad rownania cz^stkowe. Rachanki formalne b^d^. podobne, jak przy 
stosowania metod, podanycb w dragiej i trzeciej cz^Sci tej ksi%zki r 
z tym ze docliodzi wykonaaie transformaeji Laplace’a na pocz^tka 
rachankow oraz wykonanie transformaeji odwrotnej dla znalezie- 
nia ostateeznej postaci rozwi^zania. '$ 

Metoda ta lab jej pokrewne s^ podawane w wi^kszoSci wspdt- 
czesnych podr^eznikow operatordw. yy.'y 


II Pordwnanie metody bezposredniej i metody transformaeji Laplace’a 32$ 

§ 11. Pordwnanie metody bezpoSredniej i metody 
transformaeji Laplace’a 

Formalne podobienstwo metody transformaeji Laplace’a i me¬ 
tody bezpoSredniej, wytozonej w tej ksi^zee, mozna matematyeznie 
blizej sprecyzowac przez astalenie pewnego izomorfizmu. lie b§- 
dziemy tu podawali definieji tego dose abstrakcyjnego poj§cia y 
pokazemy tylko na przykladzie, o co cbodzi. Ofcoz po wykonania 

transformaeji Laplace’a na funkcji e* znalezliSmy fankcj§ ——. 

1 * 1 

Mowimy, ze fankeja-- jest transformatq funkcji e* i zapisajemy 

s ~~~ ± 

to zwykle w postaci 

(H.l) ^{6'} = -^. 

Z dragiej strony, w metodzie bezpoSredniej many wzor 

We wzorze (11.1) litera s jest zmienng, zespolonsj,, a we wzo- 
rze (11.2) s jest operatorem rozniezkowym. Fankcji analitycznej 

s — z wzoru (11.1) odpowiada operator z wzora (11.2). W ra- 

S ~~ 1 1 S x 

cbankacb formalnych symbol -—— traktajemy w obu przypadkach 

tak same, bez wzgl§du na to czy oznaeza on fankcji analityczng^ 
czy operator. I na tym, z grabsza mdwi^c, polega izomorfizm. 

Mimo f ormalnego podobienstwa metody transformaeji Laplace'a* 
i metody bezpoSredniej, metody te nie rownowazne. Je’zeli fan- 
kej§ 6* po prawej stronie rownania (10.1) zast^pimy na przyklad 
przez fankcji {2t—1)6* (zob. str. 37), to stosowanie transformaeji 
, Laplace’a stanie si^ niemozliwe z powodn rozbieznoSci calki 

oo 

J e— u (2t—l) e fi dt. 

S'; ■ 0 

Metoda ta ogranicza wi§c zakres stosowalnofci raelmnku operato- 
r6w do takiej klasy funkeyj, dla ktoryck calka 

co 

J e- l8 f{t)dt 

’$}. 0 

| jest zbiezna. 

‘ ' ' * ' * • 
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Al e nawet wprzypadku, gdypo. prawej stronie rownania (10.1) 
pozostawiiny funkcja e*, metoda transformacji Laplace* a nie daje 
pelnego rozwi^zania zagadnienia, gdyz w ezasie rachnnkow trzeba 
zalozyc, ze szukana funkcja nie wzrasta zbyt szybko, czyli doklad- 
niej mowi%c, jest transformowalna . Wskutek tego nie wiemy, czy 
znalezione rozwi^zanie jest jedyne. 

Podobnie w przypadku rownan rozniczkowych cz^stkowych 
metoda transformacji Laplace’a nie daje odpowiedzi, czy znale¬ 
zione rozwi^zania s^, jedyne. 


§ 12. Inne metody pokrewne 

Istnieje wiele podr§cznikow rachunku operatorow, yr ktdryeh 
wyklad jest oparty na transformacji 

oo 

(12.1) F(p) — pj dtj 

o 


gdzie p jest zmienn^ zespolon^,. E6zni si§ ona tym od transformacji 
Laplace’a (9.2), ze przed calkg, dochodzi jeszcze czynnik p. Uzycie 
litery p w miejsce s nie ma oczywi^cie zadnego znaczenia matema- 
tycznego i jest tylko kwesti%zwyczaju. Tablice dlatransformacji (12.1) 
mozna otrzymad z tablic transformacji Laplace a zast§pnj^cliter§ s 
przez p i dopisnj%c przed kazdym wzorem czynnik p. 

W niektorych ksi^zkach punktem wyjsScia bywa transfor- 
macja odwrotna do (12.1) 





a —fco 


calkowanie w tym wzorze nalezy wykonywad wzdluz prostej rowno- 
leglej do osi nrojonej, dobranej odpowiednio do kazdej fankcji F(p). 

Proez tego istnieje rozne odmiany tych metod. Ka przyklad 
niektorzy autorowie wprowadzaj^ obok zbiorn funkcyj zmiennej 
rzeczywistej t i zbiorn funkcyj analitycznych zmiennej zespolonej p 
jeszcze zbior operatorow, ktory jest zdefiniowany przez izomorfizm 
z rozwazanym zbiorem funkcyj analitycznych. Wszystkich tych 
metod nie b§dziemy juz omawiali, odsylaj^c zainteresowanego 
czytelnika do literatury podanej na kobcu ksi%zki. 



CZ^gC PI4TA 

WZORY I TABLICE 


I. Funkcje specjalne 

1. Funkcja gamma Eulera: 


P(A) =JV x e *dt (A> 0) 


= r(»)=(flr-l)J (ft =1,2,...) 

rwr od ^ r (A>o, ^>o) 


r(i) — % f e *dr= \tz 


2. Funkcja bl^du: 


erf t = 


cerf i = 1—erf t 
3. Funkcje Bessela: 


JoW = 2 { — 1)V 
»=0 


2? v (vlf 


Jq{iX) J5} 2 2v (vl) 2 * 


il+2v 


JiW - 2 ( l)V 2 1+!, 'v!(H-v)1 


v=0 


J^iX) — i 9 i+2p 


-ji+av 


2 1+2v v\(l+v)l 


2j : ~ l) * 


5«+2v 


(n+ v)i 




2«+2»> 


v «0 


v\ (u-f-v)! 


(m = 0,l,2,...) 


(»= 0 , 1 , 2 ,-.) 


(I, § 54) 


(I, § 55) 


(II, §51) 


(II, § 53) 











